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1.0 例题们

事件相容5.2

几何概率12.6

古典概率19.2



加法公式、乘法公式24.6

全概率公式26.2



独立事件34.7

1.1 随机事件与样本空间(事件相容与互逆)

1.1.1 试验

 确定性实验或必然试验

 随机试验（简称试验）：用字母 E 或 E1,E2, . . . 表示
 在相同条件下可以重复进行

 每次实验的结果不止一个，但能事先明确可能出现的结果范围



1.1.2 随机事件

1.1.3 样本空间（集合论）

1.1.4 随机事件的关系(事件相容与互逆)（集合论）

随机事件的关系：

运算律：

 每次试验之前不能准确预言哪个结果会出现

 随机事件（简称事件）

 在试验中可能发生也可能不发生的结果

 用字母 A,B,C, . . . 或字母 A1,A2,A3, . . . 表示
 基本事件：试验中每一个可能的结果，是最简单的随机事件
 常用小写字母 e 或 e1, e2, e3, . . .表示
 随机事件是由若干个基本事件组成的

 随机事件发生⇔组成这一随机事件的一个基本事件发生

 必然事件：在试验中必然发生的事件，记为S 或 Ω
 不可能事件：不可能发生的事件，记为 ∅
（必然事件和不可能事件不是随机事件，当作特殊的随机事件）

 定义：试验的全部基本事件组合成的集合，称为试验的样本空间，记为 S 或 Ω
 试验的基本事件：是样本空间的元素（样本点）

 随机事件是样本空间的子集

 不可能事件表示空集，必然事件表示样本空间


完备事件组：若 A1,A2, … ,An 互不相容，且 

n

∑
i=1

Ai = S，则称 A1,A2, . . . ,An

为完备事件组，或称 A1,A2, . . .An 为 S 的一个划分。

 包含：A ⊆ B（A发生则B发生）

 相等：A = B ⟺ A ⊆ B ∧ B ⊆ A

 并（和）：A ∪ B 或 A + B

 交（积）：A ∩ B 或 AB
 事件的互不相容（互斥）：AB = ∅

 事件的互逆（相互对立）：AB = ∅ ∧ A + B = S

 称 B 为 A 的逆事件，记为 B = A
–

 事件的差：A − B = AB = A − (AB)
–

 吸收律



1.2 概率的定义及性质(排列组合)

对于事件 A，如果实数 P(A)：

1.2.1 古典概率(排列组合)

A + S = S AS = A

A + ∅ = A A∅ = ∅

A + AB = A A(A + B) = A

 分配律

(A + B)C = AC + BC

A + BC = (A + B)(A + C)

 反演律（De Morgan 公式）

∑
i

Ai = ∏
i

Ai ∏
i

Ai = ∑
i

Ai

A + B = A B AB = A + B

––––

––––––

 和事件分解为互不相容事件的和

A + B = A + AB = B + AB
––

 差化积

A − B = AB = A − (AB)
–

 重余律

A = A
––

 幂等律

A + A = A AA = A

 交换律

A + B = B + A AB = BA

 结合律

(A + B) + C = A + (B + C) (AB)C = A(BC)

 表示事件 A 发生的可能性的大小
 是事件 A 所固有的
则称 P(A) 为事件 A 的概率。



1.2.2 几何概率

 定义：

 样本空间 S 包含 n 个基本事件，即S = {e1, e2, . . . , en}
 每个基本事件发生的可能性相等，即P(e1) = P(e2) =. . . = P(en)
则称这种试验为古典型随机试验，简称古典概型。

P(e1) = P(e2) =. . . = P(eN) =
1
n

若事件 A 包含 k 个基本事件，则 P(A) =
k

n


排列数记号：Ak
n = n(n − 1). . . (n − (k − 1)) =

n!
(n − k)!


组合数记号：C k

n =
Ak

n

k!
=

n!
k! ⋅ (n − k)!

 乘法原理

 古典概率的性质：

 对任意随机事件 A，0 ≤ p(A) ≤ 1；
 P(S) = 1；


（有限可加性）若事件 A1,A2, …Am 互不相容，则 P(
m

∑
i=1

Ai) =
m

∑
i=1

P(Ai)

 定义：设几何概型的样本空间为S，A 是含于 S 在内的任一随机事件，即 A ⊆ S，则称

P(A) =
L(A)
L(S)

 为事件 A 的概率。

 性质：

 对任一随机事件 A，0 ≤ P(A) ≤ 1；
 P(S) = 1；


（有限可加性）若事件 A1,A2, …Am 互不相容，则 P(
m

∑
i=1

Ai) =
m

∑
i=1

P(Ai)



1.2.3 概率的统计定义

1.3 概率的公理化定义(加法公式)

1.3.1 事件域

随机试验 E，样本空间 S，设 F = {A|A ⊆ S}，并满足以下条件：

1.3.2 概率的公理化定义

设 P = P(A) 是定义在 F  上的一个实值函数， A ∈ F  ，并且 P = P(A) 满足以下三
个条件：

1.3.3 概率的性质


（可列可加性）若事件A1,A2, … 互不相容，则P(

+∞
∑
i=1

Ai) =
+∞
∑
i=1

P(Ai)

 频率的定义：设某实验重复做了 n 次，事件A共发生了 nA 次，则称比值 
nA

n
 为 n 次

试验中事件 A 发生的频率，即 fn(A) =
nA

n
 频率的性质

 对任一随机事件 A ，0 ≤ fn(A) ≤ 1；
 fn(S) = 1；


若事件 A1,A2, …Am 互不相容，则 fn(
m

∑
i=1

Ai) =
m

∑
i=1

fn(Ai)

 统计概率的定义：若随着试验次数 n 的增大，事件 A 发生的频率 fn(A) 在某个常数
p(0 ≤ p ≤ 1) 附近摆动，并且逐渐趋于该常数，则称该常数 p 为事件 A 的概率，即
P(A) = p 。并把这样定义的概率称为统计概率（经验概率）。

 概率的近似求法：P(A) ≈ fn(A)

 ∅ ∈ F，S ∈ F

 若 A ∈ F，则 A ∈ F
–

 对任意有限个或可列个 Ai ∈ F  ，都有 ∑
i

Ai ∈ F

也就是说，F  是一些随机事件组成的集合（且具有一定的构造关系），称 F  为事件域。

 对每一个 A ∈ F，0 ≤ P(A) ≤ 1
 P(S) = 1


对任意可列个互不相容的事件 A1,A2, . . .，有P(
+∞
∑
i=1

Ai) =
+∞
∑
i=1

P(Ai)

则称 P  为 F  上的概率测度函数，称 P(A) 为事件 A 的概率。

 不可能事件的概率为0，即 P(∅) = 0



1.4 条件概率与乘法公式

1.5 全概率公式与贝叶斯公式

设事件组 B1,B2, . . . ,Bn 满足：

全概率公式：

则对任意事件 A，恒有

P(A) =
n

∑
i=1

P(Bi)P(A|Bi)

贝叶斯公式：

对任意事件 A(P(A) > 0)，有

 概率具有有限可加性

 对任意事件 A，有 P(A) = 1 − P(A) P(A) = 1 − P(A)
––

 若 B ⊆ A，则P(A − B) = P(A) − P(B) 且 P(B) ≤ P(A)
 加法公式：对任意事件 A,B 有 P(A + B) = P(A) + P(B) − P(AB)（推广）

 定义：B 发生的条件下 A 发生的概率：

P(A|B) =
P(AB)
P(B)

 性质

 0 ≤ P(A|B) ≤ 1
 P(S|B) = 1


若 A1,A2, . . . 互不相容，则 P(
∞
∑
i=1

Ai|B) =
∞
∑
i=1

P(Ai|B)

 对任意事件 A ，P(A|B) = 1 − P(A|B)
–

 乘法公式：

P(AB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A) (P(B) > 0,P(A) > 0)

 当 P(A1A2. . .An−1) > 0 时

P(A1A2. . .An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1A2). . .P(An|A1A2. . .An−1)

 ∞
∑
i=1

Bi = S

 B1,B2, . . . ,Bn互不相容

 P(Bi) > 0



P(Bi|A) =
P(ABi)
P(A)

=
P(Bi)P(A|Bi)
n

∑
j=1

P(Bj)P(A|Bj)

1.6 事件的独立性

1.6.1 两个事件的独立性

定义：

对任意两个事件 A,B ，若：

P(AB) = P(A)P(B)

则称 A 与 B 相互独立，简称独立。

定理：

对任意事件 A,B，设 P(B) > 0，则A 与 B 独立的充分必要条件是

P(A|B) = P(A)

性质：

概率为 0 或 1 的事件与任意事件相互独立：

1.6.2 多个事件的独立性

定义：

1.6.3 独立事件的性质

若 A 与 B 相互独立，则

 概率为 0 的事件不一定是不可能事件
 概率为 1 的事件不一定是必然事件

 若事件 A1,A2, . . . ,An 满足条件：

∀i, j, P(AiAj) = P(Ai)P(Aj), 1 ≤ i, j ≤ n

则称 n 个事件是两两独立的。
 若事件 A1,A2, . . . ,An 满足条件：

∀k, i, P(Ai1Ai2 . . .Aik) = P(Ai1)P(Ai2). . .P(Aik), k ≥ 2, ik ≥ 1

则称 n 个事件相互独立。

 A 与 B 相互独立
–
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给出离散情形的分布函数，可以画表格或者写F

2.0 例题们

分布函数的性质

离散型随机变量、分布列、分布函数

 A 与 B 相互独立
–

 A 与 B 相互独立
（可推广到多个事件）

––



二项分布

连续随机变量 已知概率密度求分布、求P





连续分布

正态分布 分位点

2.1 随机变量



定义：

设随机试验 E 的样本空间为 S = {e}，对于每一个 e ∈ S ，都有唯一的一个实数 X(e)
与之对应，并且对于任意的实数 x，则称这样的实值函数 X = X(e) 为随机变量，简记为
X。

2.2 随机变量的分布函数

2.2.1 定义：

设 X 为随机变量，对于任意的实数 x ，令 F(x) = P{X ≤ x}, −∞ < x < ∞，称
F(x) 为随机变量 X 的概率分布函数，简称分布函数。
记为 X ∼ F(x)
F(x) = P{X ≤ x} = P{e ∈ S| − ∞ < X(e) ≤ x}

2.2.2 性质：

2.3 离散型随机变量及其概率分布

2.3.1 离散型随机变量的定义

若随机变量X只可能取有限个或可数个实数值 x1,x2, . . . ,xk, . . . (xi ≠ xj, ∀i ≠ j)
则称X为离散型随机变量。
X取各个可能的值的概率pk = P{X = xk}, k = 1, 2, …称为离散型随机变量X的概率
分布（或分布律、分布列）。

2.3.2 离散型随机变量分布律的表示方法

 取值范围：0 ≤ F(x) ≤ 1，且
F(+∞) = lim

x→+∞
F(x) = 1 F(−∞) = lim

x→−∞
F(x) = 0

 单调不减：x1 < x2 ⟹ F(X1) ≤ F(x2)

 右连续：F(x+
0 ) = lim

x→x+
0

F(x) = F(x0)

反之：若定义在 (−∞, +∞) 的实函数F(x)满足以上性质，则F(x)一定是某随机变量
X的分布函数。（判断是否为随机变量的分布函数）

 对任意实数 a, b, a < b，
P{a < X ≤ b} = P{X ≤ b} − P{X ≤ a} = F(b) − F(a)

 对任意实数 x0，有P{X = x0} = P{X ≤ x0} − P{X < x0}

 公式法

 列表法或矩阵法



X x1 x2 … xk …

P p1 p2 … pk …

2.3.3 离散型随机变量的分布律的性质

2.3.4 定理

设离散型随机变量X的分布律pk = P{X = xk}, k = 1, 2, . . .

2.4 常用离散型随机变量的分布(几何分布)

2.4.1 两点分布

定义：

若随机变量X的分布律为：

(0 < p < 1)

则称 X 服从参数 p 的两点分布，或称 (0-1)分布，B(1, p)。一般来说，凡是只有两个可能
结果的随机试验都可以用两点分布的随机变量来描述。

2.4.2 二项分布

来源：n重伯努利试验

设试验 E 只有两个可能的结果：A 和 A。

P(A) = p (0 < p < 1), P(A) = 1 − p
将试验E独立地重复做n次，则这n次独立重复试验称为n重伯努利试验。

如果随机变量X的分布律为：

P{X = k} = C k
np

k(1 − p)n−k, k = 0, 1, 2, . . . ,n (0 < p < 1)

1. pk = P{X = xk} ≥ 0, k = 1, 2, . . .
2. ∑

k

pk = 1

 X的分布函数∀x ∈ R,F(x) = P{X ≤ x} = ∑
xk≤x

P{X = xk} = ∑
xk≤x

pk

 对于任意区间I，有P{X ∈ I} = ∑
xk∈I

P{X = xk} = ∑
xk∈I

pk

 由分布函数可确定分布律pk = P{X = xk} = F(xk) − F(x−
k

) k = 1, 2, . . .

P{X = 1} = p,
P{X = 0} = 1 − p

–

–



则称X服从参数为n, p的二项分布，记作 X ∼ B(n, p)

两点分布是二项分布的特殊形式

2.4.3 泊松分布

定义：

若随机变量 X 的分布律为：

P{X = k} = e−λ ⋅
λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . . (λ > 0)

则称 X 服从参数为 λ 的泊松分布，记作 X ∼ Π(λ)
泊松分布适用于描述单位时间（或空间）内随机事件发生的次数。

Poisson 定理

设 lim
n→∞

npn = λ > 0，则对固定的 k ，

lim
n→∞

C k
np

k
n(1 − pn)n−k = e−λ ⋅

λk

k!
k = 0, 1, 2, . . .

Poisson 定理说明：若 X ∼ B(n, p) ，则当 n 较大，p 较小，而np = λ 适中，则可使用
近似公式：

C k
np

k
n(1 − pn)n−k ≈ e−λ ⋅

λk

k!
k = 0, 1, 2, . . .

2.4.4 几何分布(Geom(p))

2.4.5 超几何分布

设一批产品中有M件正品，N件次品，从中任意取 n 件，则取到的次品数 X 是一个离散型
随机变量，它的概率分布为：

P{X = k} =
C k

N ⋅ C n−k
M

C n
M+N

k = 0, 1, 2, . . . ,min(n,N)

这个分布称为超几何分布，记为 H(n,M,N)

2.5 连续型随机变量及其概率密度函数

 随机变量 Y  的取值为自然数N，且满足P(Y = k) = p(1 − p)k−1，其中
0 < p < 1, k = 1, 2, . . . , ∞

 概率模型：重复试验直到首次成功时的试验次数。

 应用：离散等待时间和无记忆性



2.5.1 定义

设随机变量 X 的分布函数为 F(x)，如果存在一个定义在(−∞, +∞) 上非负可积函数
f(x)，使得对任何实数 x 恒有

F(x) = ∫
x

−∞
f(t) dt

则称 X 为连续型随机变量，称函数f(x)为随机变量X的概率密度函数（或分布密度函
数），简称概率密度。

2.5.2 概率密度函数的性质

设 X 为连续型随机变量，分布函数为 F(x)，概率密度为 f(x)，则有

2.6 常用的连续型随机变量分布(正态分布)

2.6.1 均匀分布

若连续型随机变量 X ，它的概率密度为：

1. 对一切 x ∈ (−∞, +∞), f(x) ≥ 0

2. ∫ +∞
−∞ f(x) dx = F(+∞) = 1
反之，任何一个具有以上性质的可积实函数f(x)，可成为某个连续型随机变量的概率密
度函数。

3. P{X = x} = F(x) − F(x−) = 0, ∀x ∈ (−∞, +∞)
连续型随机变量取任何特定值的概率都是 0

4. 设 I = (a, b] 或 [a, b]或[a, b)或(a, b)，允许 a = −∞，或 b = +∞，则

P{X ∈ I} = F(b) − F(a) = ∫
b

a

f(x) dx

 连续性随机变量在任一区间上取值的概率为此区间上概率密度函数曲线下方的曲边梯形的面积。

 F(x) = ∫ x

−∞ f(t) dt是连续函数
 若 f(x) 在 x0 点连续，则 F(x) 在 x0 点可导，且 F ′(x0) = f(x0)
 若f(x)是分段连续函数，只有有限个不连续点，则F ′(x) = f(x)



f(x) =

则称 X 在区间 [a, b] 上服从均匀分布。记作 X ∼ U [a, b]。

2.6.2 指数分布

如果随机变量 X 的概率密度为：

f(x) = { (λ > 0为常数)

则称 X 为服从参数 λ 的指数分布，记为 X ∼ e(λ)。
若 X 服从参数为 λ 的指数分布，则它的分布函数为：

F(x) = ∫
x

−∞
f(t) dt = {

2.6.3 正态分布

定义：

若 X 为连续型随机变量，且其概率密度为

f(x) =
1

σ√2π
⋅ e

−
(x − μ)2

2σ2 , −∞ < x < ∞

其中 −∞ < μ < +∞,σ > 0 均为常数，那么称 X 为服从参数为 μ,σ 的正态分布。记
作 X ∼ N(μ,σ2)

性质：

2.6.4 标准正态分布

参数 μ = 0,σ = 1 的正态分布，即 N(0, 1) 称为标准正态分布，其概率密度和分布函数
分别用 φ(x) 和 Φ(x) 表示。

⎧⎪⎨⎪⎩0, x < a

1
b − a

, a ≤ x ≤ b

0, x > b

0, x < 0

λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0

1 − e−λx, x ≥ 0

1. 曲线关于直线 x = μ 对称，(−∞,μ]递增，[μ, +∞) 递减；当 x = μ 时，f(x) 达

到最大值 fmax(μ) =
1

σ√2π
；

2. lim
x→±∞

f(x) = 0，曲线以 x 轴为渐近线；

3. 曲线在 x = μ + σ 及 x = μ − σ 处有拐点。



Φ(x) 的性质：

N(μ,σ2)与标准正态分布 N(0, 1) 的关系

F(x) = Φ(
x − μ

σ
), −∞ < x < +∞

标准正态分布 N(0, 1) 的下侧 α 分位点

定义：

设 X ∼ N(0, 1)，给定 α(0 < α < 1)，若存在唯一的 zα ，使得

P{X ≤ zα} = Φ(zα) = α

称 zα 为 N(0, 1) 的下侧 α 分位点（分位数）。

分位点的性质：

∀α(0 < α < 1)

3.0 例题们

分布函数

φ(x) =
1

√2π
⋅ e

−
x2

2 , −∞ < x < +∞

Φ(x) = ∫
x

−∞
φ(t) dt =

1

√2π
∫

x

−∞
e

−
t2

2 dt, −∞ < x < +∞

1. Φ(x) + Φ(−x) = 1

2. Φ(0) =
1
2

3. Φ′(x) = φ(x) > 0
即 Φ(x) 严格单调递增

1. z1−α = −zα
2. P{X > z1−α} = α

3. P{|X| > z1− α
2
} = α 或 P{|X| ≤ z1− α

2
} = 1 − α



二维离散变量 联合分布律



二维离散变量 联合分布律 边缘分布律



二维连续变量 边缘概率密度



二维连续变量 条件概率密度



二维离散变量 边缘分布律 独立



3.1 二维随机变量

3.1.1 定义1

设试验 E 的样本空间为 S = {e}，而 X = X(e),Y = Y (e) 是定义在 S 上的两个随机
变量。称由这两个随机变量组成的向量 (X,Y ) 为二维随机变量或二维随机向量。



3.1.2 定义2

设 (X,Y ) 为二维随机变量，对任意实数 x, y，二元函数
F(x, y) = P{X ≤ x,Y ≤ y} 称为二维随机变量的分布函数，或称为随机变量 X 与 Y
的联合分布函数。

分布函数 F(x, y) 的性质

3.1.3 定义3

设试验 E 的样本空间为 S = {e}，而 Xi = Xi(e) 是定义在 S 上的随机变量，
i = 1, 2, . . . ,n 由这 n 个随机变量构成的有序随机变量组 (X1,X2, . . . ,Xn) 称为 n 维
随机变量或随机向量。
设 (X1,X2, . . . ,Xn) 为 n 维随机变量，对任意实数 x1,x2, . . . ,xn，n 元函数
F(x1,x2, . . . ,xn) = P{X1 ≤ x1,X2 ≤ x2, . . . ,Xn ≤ xn} 称为 n 维随机变量
(X1,X2, . . . ,Xn) 的分布函数或n个随机变量 X1,X2, . . . ,Xn 的联合分布函数。

3.2 二维离散型随机变量

3.2.1 定义

 定义域：−∞ < x < +∞, −∞ < y < +∞

 取值范围：0 ≤ F(x, y) ≤ 1
 特殊值：

F(−∞, −∞) = lim
x→−∞
y→−∞

F(x, y) = lim
x→−∞
y→−∞

P{X ≤ x,Y ≤ y} = 0

F(+∞, +∞) = lim
x→+∞
y→+∞

F(x, y) = lim
x→+∞
y→+∞

P{X ≤ x,Y ≤ y} = 1

F(x, −∞) = lim
y→−∞

F(x, y) = lim
y→−∞

P{X ≤ x,Y ≤ y} = 0

F(−∞, y) = lim
x→−∞

F(x, y) = lim
x→−∞

P{X ≤ x,Y ≤ y} = 0

 F(x, y) 对 x 或 y 单调不减
 F(x, y) 对 x 或 y 右连续
 对任意实数 x1 < x2, y1 < y2 有

反之：凡是满足以上性质的二元函数 F(x, y) 必定是某个二维随机变量的分布函数。

0 ≤ P{x1 < X ≤ x2, y1 < Y ≤ y2}
= F(x2, y2) + F(x1, y1) − F(x1, y2) − F(x2, y1)



若二维随机变量 (X,Y ) 的取值为有限对或可列对 (xi, yj), i, j = 1, 2, . . .，则称
(X,Y ) 是离散型随机变量。

3.2.2 分布律

记 P{X = xi,Y = yj} = pij, i, j = 1, 2, . . .

称为二维离散型随机变量 (X,Y ) 的（概率）分布律，或称为 X 和 Y  的联合（概率）分布
律。

分布律的表示法：（1）公式法；（2）列表法

3.2.3 性质

3.2.4 定理

设 (X,Y ) 的分布律为 P{X = xi,Y = yj} = pij, i, j = 1, 2, . . .
则随机点 (X,Y ) 落在平面上任一区域 D 的概率

P{(X,Y ) ∈ D} = ∑
(xi,yi)∈D

pij

其中和式是对所有使 (xi, yi) ∈ D 的 i, j 求和。

3.3 二维连续型随机变量

3.3.1 定义

设二维随机变量 (X,Y ) 的分布函数为 F(x, y),若有非负可积函数 f(x, y),使得对任意实数
x, y, 恒有

F(x, y) = ∫
y

−∞
∫

x

−∞
f(u, v) dudv

则称 (X,Y ) 是二维连续型随机变量，函数 f(x, y) 称为二维连续型随机变量 (X,Y ) 的概
率密度，或称为随机变量 X 和 Y  的联合概率密度。

3.3.2 性质

X,Y  的概率密度 f(x, y) 具有下列基本性质：

1. pij = P{X = xi,Y = yj} ≥ 0, i, j = 1, 2, . . .
2. ∑

i,j
pij = 1

1. f(x, y) ≥ 0 − ∞ < x, y < +∞



3.2.3 用概率密度计算概率

定理：设 (X,Y ) 的概率密度为 f(x, y) 则有：

3.2.4 常用的二维连续型随机变量有下面几种：

均匀分布

若二维连续型随机变量 (X,Y ) 概率密度为：

f(x, y) =

其中 A 为有界区域 D 的面积。则称 (X,Y ) 在区域 D 上服从均匀分布，记为
(X,Y ) ∼ U(D)

二维正态分布

若随机变量 (X,Y ) 概率密度为

f(x, y) =
1

2πσ1σ2√1 − ρ2
⋅ exp{−

1
2(1 − ρ2)

[( x − μ1

σ1
)

2
− 2ρ

x − μ1

σ1

y − μ

σ2

其中 μ1,μ2,σ1,σ2, ρ 的二维正态分布，记作 (X,Y ) ∼ N(μ1,σ2
1;μ2,σ2

2; ρ)

3.3 边缘分布函数

定义：

2. ∫ +∞
−∞ ∫ +∞

−∞ f(x, y) dxdy = F(+∞, +∞) = 1
反之, 若二元函数f(x, y)满足上面两条基本性质，则它一定是某个二维随机变量(X,Y )
的概率密度

3. 如果概率密度f(x, y)在点(x, y)处连续, 则有

∂ 2F

∂x∂y
(x, y) = f(x, y)

1. 设 D 为平面上的任一区域，则：
P{(X,Y ) ∈ D} = ∬

D

f(x, y) dxdy

F(x, y) = ∬
u≤x
v≤y

f(u, v) dudv

2. P{a < X ≤ b, c < Y ≤ d} = ∫ b

a
∫ d

c
f(x, y) dydx

⎧
⎨⎩

1
A

, (x, y) ∈ D

0, 其它



设二维随机变量 (X,Y ) 的分布函数 F(x, y) = P{X ≤ x,Y ≤ y}（分量 X 与 Y  的
联合分布函数）
分量 X 的分布函数：

称 FX(x) 为 (X,Y ) 关于 X 的边沿分布函数。

分量 Y  的分布函数：

P{Y ≤ y} = F(+∞, y) = FY (y)

称 FY (y) 为 (X,Y ) 关于 Y  的边沿分布函数。

注：

已知联合分布函数 F(x, y)，可以计算出边沿分布函数 FX(x),FY (y)
但由 X,Y  各自的分布函数 FX(x),FY (y)，一般无法确定联合分布函数 F(x, y)

3.3.1 边沿分布律

定义：

二维离散型随机变量 (X,Y )，分量 X 和分量 Y  都是离散型随机变量， X 的分布律称为
(X,Y ) 关于 X 的边沿分布律；Y  的分布律称为 (X,Y ) 关于 Y  的边沿分布律；

边沿分布律的计算：

P{X = xi} = ∑
j

pij = pi

(X,Y )关于X的边沿分布律：联合分布律表中各行概率相加。

P{Y = yj} = ∑
i

pij = pj

(X,Y )关于Y的边沿分布律：联合分布律表中各列概率相加.

3.3.2 条件分布律

在已知一个分量取某一定值的条件下，另一个分量的分布律称为条件分布律。

定义

p{X ≤ x} = P{X ≤ x,Y < +∞}
= lim

y→+∞
P{X ≤ x,Y ≤ y}

= lim
y→+∞

F(x, y)

= F(x, +∞)

≜ FX(x)



设二维离散型随机变量 (X,Y ) 的分布律为：

P{X = xi,Y = yj} = pij i, j = 1, 2, . . .

(1) 若 P{X = x} > 0

P{Y = yj|X = x} =
P{X = x,Y = yj}

P{X = x}
j = 1, 2, . . .

称为在 X = x 的条件下，Y  的条件分布律。

(2) 若 P{Y = y} > 0

P{X = xi|Y = y} =
P{X = xi,Y = y}

P{Y = y}
i = 1, 2, . . .

称为在 Y = y 的条件下，X 的条件分布律。

3.4 边缘概率密度和条件概率密度

3.4.1 边沿概率密度

二维连续型随机变量 (X,Y ) 的概率密度为 f(x, y) 则

3.4.2 条件概率密度

3.5 相互独立的随机变量

设 X,Y  为两个随机变量，若对任意实数 x, y，有

P{X ≤ x,Y ≤ y} = P{X ≤ x} ⋅ P{Y ≤ y}

则称 X 与 Y  相互独立，简称独立。

3.5.1 离散型随机变量相互独立的判别定理

设二维离散型随机变量 (X,Y ) 的分布律为：

P{X = xi,Y = yj} = pi,j

 (X,Y ) 关于 X 的边沿概率密度为 fX(x) = ∫ +∞
−∞ f(x, y) dy

 (X,Y ) 关于 Y  的边沿概率密度为 fY (y) = ∫ +∞
−∞ f(x, y) dx

fX|Y (x|y) =
f(x, y)
fY (y)

(fY (y) ≠ 0,x ∈ (−∞, +∞))

fY |X(y|x) =
f(x, y)

fX(x)
(fX(x) ≠ 0, y ∈ (−∞, +∞))



则 X 与 Y  相互独立的充要条件：

pij = pi ⋅ pj

3.5.2 连续型随机变量相互独立的判别定理

设二维连续型随机变量 (X,Y ) 的概率密度为f(x, y)，fX(x), fY (y)分别是 (X,Y ) 关
于 X 和 Y  的边沿概率密度。

则 X 与 Y  相互独立的充要条件为：

f(x, y) = fX(x) ⋅ fY (y)
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画图！

三角形区域(aX+bY+c)、圆形区域(X 2 + Y 2 √X 2 + Y 2)、矩形区域(max min)会积分
求的都是F，看题目，要是求概率密度函数f就再求导（含参变量积分的求导）
指数分布的最小值分布还是最小值

4.0 例题们

一维离散型随机变量



！一维连续 正态分布 概率密度

！！一维连续 均匀分布 概率密度



！！！一维连续



二维离散





！！！二维连续 X + Y



！！！二维连续 MAX MIN











4.1 离散型随机变量的函数分布

4.1.1 一维离散型随机变量的函数分布律

定理

设离散型随机变量 X 的分布律为

P{X = xi} = pi, i = 1, 2, . . .

1. 若对于 X 的不同取值 xi，Y = g(X) 的取值 g(xi) = yi 也不同，则随机变量
Y = g(X) 的分布律为：

P{Y = yi} = P{g(X) = g(xi)} = P{X = xi} = pi, i = 1, 2, ⋯

2. 若对于 X 的有限个或可列无穷多个不同的取值 xik，有 g(xi1) = g(xi2) = ⋯ = y∗

，则有

P{Y = y∗} = P{g(X) = y∗} = ∑
k

P{X = xik}



4.1.2 二维离散型随机变量的函数分布律

定理

设离散型随机变量 (X,Y ) 的分布律为

P{X = xi,Y = yj} = pij i, j = 1, 2, …

4.2 一维连续型随机变量的函数分布

定理

设连续型随机变量 X 的概率密度为 f(x)，函数 y = g(x) 在区间 (a, b) 上严格单调，其
反函数 x = h(y)，有连续导数，则 Y = g(X) 是一个连续型随机变量，其概率密度为：

fY (y) = {

其中 (c, d) 为 y = g(x) 的值域。

y = g(x) 在区间 (a, b) 上严格单调递增，h′(y) > 0

y = g(x) 在区间 (a, b) 上严格单调递减，h′(y) < 0

1. 若对于 (X,Y ) 的不同取值 (xi, yi) ，随机变量 Z = g(X,Y ) 的取值 g(xi, yj) 也不
同，则随机变量 Z = g(X,Y ) 的分布律为：

P{Z = zij} = p{g(X,Y ) = g(xi, yj)} = p{X = xi,Y = yj} = pij i, j = 1,

2. 对于 (X,Y ) 的有限个或可列无穷多个不同取值(xik , yjk)，有g(xik , yjk) = z∗，则

P{Z = z∗} = P{g(X,Y ) = z∗} = ∑
k

P{X = xij ,Y = yjk}

f[h(y)] ⋅ |h′(y)|, y ∈ (c, d)
0, 其它





若函数 y = g(x) 不是严格单调的，但是在不相重叠的区间 I1, I2, . . . 上逐段严格单调，其
反函数分别为 h1(y),h2(y), . . .，而且 h′

1(y),h′
2(y), . . .均连续，则Y = g(X) 是一个

连续型随机变量，其概率密度为：

fY (y) = {

其中，I ∗ 是使得 h′
1(y),h′

2(y), . . . 连续的 y 的集合。

4.3 二维连续型随机变量的函数分布

一般方法：FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{g(X,Y ) ≤ z}

fZ(z) =
dFZ(z)
dz

FZ(z) = ∫
z

−∞
fZ(u) du

几个具体函数的分布：

4.3.1 Z = X + Y  的分布

设二维连续型随机变量 (X,Y ) 的概率密度为 f(x, y)，则 Z = X + Y  是连续型随机变
量。

4.3.2 Z = max(X,Y ) 的分布



f[h1(y)] ⋅ |h′
1(y)| + f[h2(y)] ⋅ |h′

2(y)| + ⋯ , y ∈ I ∗

0, y ∉ I ∗

 Z = X + Y  的分布
 Z = max(X,Y ) 的分布
 Z = min(X,Y ) 的分布

fZ(z) = ∫
+∞

−∞
f(x, z − x) dx

FZ(z) = ∫
z

−∞
fZ(u) du

 设 S = X1 + X2 + … + Xn，假设随机变量互相独立，则
f(S) = f(X1) ∗ f(X2) ∗ … ∗ f(Xn)
 Xi 是两点分布 B(1, p)，则 S 是二项分布 B(n, p)
 Xi 是几何分布，则 S 是负二项分布 NB(n, p)
 Xi 是泊松分布 P(λi)，则 S 是泊松分布 P(∑i λi)
 Xi 是指数分布，则 S 是二项分布 Γ(n,λ)
 Xi 是正态分布 N(μi,σi)，则 S 是二项分布 N(∑μi,∑σ2

i )


Z =
n

∑
i=1

kiXi + b ∼ N(
n

∑
i=1

kiμi + b,  
n

∑
i=1

k2
iσ

2
i )



设 (X,Y ) 的概率密度为 f(x, y)，分布函数为 F(x, y)，对任意实数 z，
Z = max(X,Y ) 的分布函数

Fmax(z) = F(z, z) = ∫
z

−∞
∫

z

−∞
f(x, y) dxdy

Z = max(X,Y ) 的概率密度

fmax(z) = F ′
max(z)

4.3.3 Z = min(X,Y ) 的分布

设 (X,Y ) 的概率密度为 f(x, y)，分布函数为 F(x, y)，对任意实数 z，
Z = min(X,Y ) 的分布函数

Z = min(X,Y ) 的概率密度

fmin(z) = F ′
min(z)

4.3.4 旋转不变的随机变量Z = X 2 + Y 2,  Z = √X 2 + Y 2
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Fmin(z) =1 − ∫
+∞

z

∫
+∞

z

f(x, y) dxdy

=FX(z) + FY (z) − F(z, z)

1. 极坐标变换 X = Rcosθ,Y = Rsinθ ，有 R = √X 2 + Y 2，
θ = arctan(y/x)

2. 设 Z = g(R)，则

FZ(z) = P(g(R) ≤ z) = ∬
g(R)≤z

f(x, y) dxdy = ∫ 2π
0 ∫ g−1(z)

0 f(r, θ)r drdθ



重要！！！！！！！！
绝对值分布，分部积分

5.0 例题们

正态分布的高阶矩计算

正态随机变量的绝对值分布和特征 |X − μ|



随机向量的函数的数学期望

！！！离散型随机变量 X 的数学期望



正态分布的复合的期望方差

离散随机向量的数学期望



5.1 数学期望

5.1.1 离散型随机变量 X 的数学期望

定义

设 X 的分布律为：P{X = xk} = pk, k = 1, 2, . . .若级数 
∞
∑
k=1

xkpk 绝对收敛（即

∞
∑
k=1

|xk|pk 收敛）

则称级数 
∞
∑
k=1

xkpk 为 X 的数学期望，记为

E(X) = EX =
∞

∑
k=1

xkpk

5.1.2 离散型随机变量 X 的函数的数学期望

定理



设 Y = g(X)，g(x) 是连续函数，随机变量 X 是离散型随机变量，

P{X = xk} = pk, k = 1, 2, . . .若级数 
∞
∑
k=1

g(xk)pk 绝对收敛，则有

EY = Eg(X) =
∞

∑
k=1

g(xk)pk

5.1.3 连续型随机变量 X 的数学期望

定义

设 X 的概率密度为 f(x)，若积分 ∫ +∞
−∞ x ⋅ f(x) dx 绝对收敛（即∫ +∞

−∞ |x|f(x) dx 收

敛）,则称积分 ∫ +∞
−∞ x ⋅ f(x) dx 为 X 的数学期望，记为

EX = ∫
+∞

−∞
x ⋅ f(x) dx

5.1.4 连续型随机变量 X 的函数的数学期望

定理

设 Y = g(X)，g(x) 是连续函数，随机变量 X 的概率密度为 f(x)，若积分
∫ +∞

−∞ g(x) ⋅ f(x) dx 绝对收敛，则随机变量 Y = g(X) 的数学期望

EY = Eg(X) = ∫
+∞

−∞
g(x) ⋅ f(x) dx

5.1.5 随机向量的函数的数学期望

设 (X,Y ) 为随机向量，g(x, y) 为连续函数，那么 Z = g(X,Y ) 是一个随机变量。

 若 (X,Y ) 为离散型随机变量，其分布律为

P{X = xi,Y = yj} = pij, i, j = 1, 2, . . .

则有

E(Z) = Eg(X,Y ) =
∞

∑
i=1

∞

∑
j=1

g(xi, yj)pij

其中 E(Z) = Eg(X,Y ) =
∞
∑
i=1

∞
∑
j=1

g(xi, yj)pij 绝对收敛。

 若 (X,Y ) 为连续型，其概率密度为 f(x, y)，则有



5.1.6 数学期望的性质

5.2 方差

5.2.1 定义

若 E[X − E(X)]2 存在，则称其为随机变量 X 的方差，记为 D(X) 或 V ar(x)，即：

D(X) = E[X − E(X)]2 ≥ 0

称 √D(X) 为 X 的均方差或标准差

5.2.2 方差的计算公式

方差 DX = E(X − EX)2 ，是 X 的函数 (X − EX)2 的数学期望。

E(Z) = Eg(X,Y ) = ∫
+∞

−∞
∫

+∞

−∞
g(x, y) ⋅ f(x, y) dxdy

其中上式绝对收敛。
边缘分布的期望：特别的，令 Z = X，有

EZ = ∫ +∞
−∞ ∫ +∞

−∞ xf(x, y)dxdy = ∫ +∞
−∞ xfX(x)dx = EX，即边缘分布的期

望，类似令 Z = Y  可得 EY。所以可以定义随机向量的期望是一个向量 (EX,EY )。
类似有 n 维向量的期望即n 个边缘分布的期望向量。

1. 设 C 为常数，则有 E(C) = C

2. 设 C 为常数，X 为随机变量，则有 E(CX) = C ⋅ EX

3. 设 X,Y  为任意随机变量，则 E(X + Y ) = EX + EY

4. 设 X,Y  为相互独立的随机变量，则有 E(XY ) = EX ⋅ EY

1. 若 X 是离散型随机变量，分布律为：

P{X = xi} = pi, i = 1, 2, . . .

则：

DX = E(X − EX)2 =
∞

∑
i=1

(xi − EX)2pi ≥ 0

2. 若 X 是连续型随机变量，概率密度为 f(x)，则

DX = E(X − EX)2 = ∫
+∞

−∞
(x − EX)2f(x) dx > 0



5.2.3 方差的性质

5.3 常用随机变量的数学期望和方差

5.3.1 (0-1)分布，X ∼ B(1, p)

5.3.2 二项分布，X ∼ B(n, p)

P{X = k} = C k
np

k(1 − p)n−k k = 0, 1, . . . ,n

5.3.3 泊松分布，X ∼ Π(λ)

P{X = k} =
e−λλk

k!
k = 0, 1, 2, . . .

3. 简便计算公式

DX = EX 2 − (EX)2

EX 2 = DX + (EX)2

1. 设 C 为常数，则有 D(C) = 0
2. 设 k 为常数，X 为随机变量，则有：

D(kX) = k2DX

3. ！D(X + Y ) = DX + DY + 2cov(X,Y )
4. 设 X,Y  为相互独立的随机变量，则有

设 X1,X2, . . . ,Xn 为相互独立的随机变量，则有

D(
n

∑
i=1

kiXi) =
n

∑
i=1

k2
iDXi

D(X + Y ) = DX + DY

D(X − Y ) = DX + DY

D(XY ) = E(XY )2 − [E(XY )]2

= EX 2 ⋅ EY 2 − (EX)2 ⋅ (EY )2

5. DX = 0 ⟺ P{X = EX} = 1

EX = p

DX = p(1 − p)

EX = np

DX = np(1 − p)



5.3.4 几何分布

EX = 1
p

,DX = q
p2

5.3.5 超几何分布 Y ∼ H(N ,M,n, k)

按概率模型，超几何分布是n次无放回抽取到次品个数的概率分布，由抽签原理每次抽到次品
服从两点分布 B(1, p)，其中 p = M

N
，显然 Y = X1 + X2+. . . +Xn，

Xk ∼ B(1, p)，但 Xk 互相不独立。
已知EXk = p,DXk = p(1 − p), 1 ≤ k ≤ n
故有 EY = nEXk = np。

由和的方差公式有 DY = np(1 − p) N−n
N−1

5.3.6 均匀分布，X ∼ U [a, b]

f(x) =

5.3.7 指数分布，X ∼ e(λ)

f(x) = {

EX =
1
λ
DX =

1
λ2

5.3.8 正态分布 X ∼ (μ,σ2)

f(x) =
1

σ√2π
e

−
(x − μ)2

2σ2 − ∞ < x < +∞

EX = μDX = σ2

定理1：正态分布的性质

EX = λ

DX = λ

⎧
⎨⎩

1
b − a

, a ≤ x ≤ b

0, 其它

EX =
a + b

2

DX =
(b − a)2

12

λe−λx, x > 0
0, x ≤ 0



定理2：

设随机变量 X1,X2, . . . ,Xn,Xn+1,Xn+2, . . . ,Xn+m 相互独立，
g(x1,x2, . . . ,xn),h(y1, y2, . . . , ym) 是连续函数，设

则 Y1,Y2 相互独立

5.4 协方差和相关系数

5.4.1 协方差

定义

称数值 E[(X − EX)(Y − EY )] 为随机变量 X 与 Y  的协方差，记作 Cov(X,Y ) ，
即

Cov(X,Y ) = E[(X − EX)(Y − EY )]

常用计算公式

Cov(X,Y ) = E(XY ) − EX ⋅ EY

协方差的性质

1. 设(X1,X2) ∼ N(μ1,σ2
1;μ2,σ2

2; ρ)，则

Xi ∼ N(μi,σ
2
i )

EXi = μi, DXi = σ2
i

2. X1,X2 相互独立 ⇔ ρ = 0

Z = k1X1 + k2X2 + b ∼ N(EZ,DZ)

∼ N(k1μ1 + k2μ2 + b, k2
1σ

2
1 + k2

2σ
2
2)

3. DXn = (n − 1)(n − 3)(n − 5). . .1σn

Y1 = g(X1,X2, . . . ,Xn)
Y2 = h(Xn+1,Xn+2, . . . ,Xn+m)

 协方差为正，正相关

 协方差为负，负相关

 协方差为0，零相关
 协方差绝对值越大，两个变量同或反向程度也越大

1. Cov(X,Y ) = Cov(Y ,X)

2. Cov(aX, bY ) = abCov(X,Y )



5.4.2 相关系数

定义

称数值 
Cov(X,Y )

√DX ⋅ √DY
DX,DY ≠ 0 为随机变量 X 与 Y  的相关系数或标准协方

差，记作 ρXY  或简记作 ρ，即：

ρXY =
Cov(X,Y )

√DX ⋅ √DY
= Cov(X ∗,Y ∗)

若 X,Y  的相关系数 ρ = 0，则称 X,Y  不相关

引入标准化随机变量 UX = X−μX

σX
,UY = Y−μY

σY
，则 ρ(X,Y ) = E(UXUY )

定理

若 X,Y  相互独立，则

即：

性质

相关系数 ρ 刻画了随机变量 X,Y  之间的线性关系的近似程度。

|ρ| 越接近1，X,Y  越接近线性关系。

3. Cov(X1 + X2,Y ) = Cov(X1,Y ) + Cov(X2,Y )

4. V ar(∑Xi) = V ar(Xi) +∑∑
i≠j

cov(Xi,Xj)

5. 若 X,Y  相互独立，Cov(X,Y ) = 0，逆命题不成立

6. D(X + Y ) = DX + DY + 2Cov(X,Y )

D(X − Y ) = DX + DY − 2Cov(X,Y )

Cov(X,Y ) = 0
ρXY = 0

 X,Y  相互独立 ⇒ X,Y  不相关
 X,Y  不相关 不一定 X,Y  相互独立
 特殊情况：对二维正态分布，X,Y  相互独立 ⇔ X,Y  不相关

1. |ρ| ≤ 1
2. |ρ| = 1 ⟺ P{Y = aX + b} = 1，其中 a, b 是常数，且 a ≠ 0，X,Y  之间
以概率 1 存在线性关系



柯西不等式

设 X,Y  为任意随机变量，则

定理

设 (X,Y ) ∼ N(μ1,σ1;μ2,σ2; ρ)

5.5 矩、协方差矩阵

5.5.1 矩

矩是一些数字特征的泛称或总称。

定义

设 X,Y  是随机变量，

数学期望 EX = EX 1 是一阶原点矩
方差 DX = E(X − EX)2 是二阶中心矩

此外，定义：

5.5.2 协方差矩阵

定义

对于 n 维随机向量 (X1,X2, . . . ,Xn)，

1. [E(XY )2] ≤ E(X 2) ⋅ E(Y 2)
2. 等式成立 ⇔ 存在常数 t0，使得 P{Y = t0X} = 1

Cov(X,Y ) = ρσ1σ2

ρXY = ρ

 ρXY = ρ = 0 ⟺ X,Y  不相关
 ρ = 0 ⟺ X,Y  相互独立

 若 E(Xk), k = 1, 2, . . . 存在，则称它为 X 的 k 阶原点矩
 若 E(X − EX)k, k = 1, 2, . . . 存在，则称它为 X 的 k 阶中心矩

 E(XkY l) (k + l) 阶原点混合矩
 E[(X − EX)k(Y − EY )l] (k + l) 阶中心混合矩
 E|X|k k 阶原点绝对矩
 E|X − EX|k k 阶中心绝对矩



若 Cij = Cov(Xi,Xj) = E[(Xi − EXi)(Xj − EXj)] i, j = 1, 2, . . . ,n 存在

则矩阵 C = (Cij)n×n 称为 (X1,X2, . . . ,Xn) 的协方差矩阵

协方差矩阵 C = (Cij)n×n 是一个对称矩阵。

二维正态随机变量 (X1,X2)

若令

X = ( ) U = ( )

(X1,X2) 的协方差矩阵为

则有

于是 (X1,X2) 的概率密度可写成

f(x1,x2) =
1

2π√detC
exp{−

1
2

(X − U)′C−1(X − U)}

n 维正态随机变量 (X1,X2, . . . ,Xn)

f(x1,x2, . . . ,xn) =
1

(2π)
n
2 √detC

exp{−
1
2

(X − U)′C−1(X − U)}

其中

x1

x2

μ1

μ2

C = ( ) = ( )

C−1 =
1

detC
( )

detC = σ2
1σ

2
2(1 − ρ2)

C11 C12

C21 C22

σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

σ2
2 −ρσ1σ2

−ρσ1σ2 σ2
1

(X − U)′C−1(X − U)

=
1

detC
(x1 − μ1,x2 − μ2)( )( )

= −
1

1 − ρ2
[( x1 − μ1

σ1
)

2
− 2ρ

(x1 − μ1)
σ1

(x2 − μ2)
σ2

+ ( x2 − μ2

σ2
)

2
]

σ2
2 −ρσ1σ2

−ρσ1σ2 σ2
1

x1 − μ1

x2μ2



X = , U = = , C = (Cij)n×n

6.0 例题们

马尔科夫不等式

数分？

依概率收敛

⎛⎜⎝x1

x2

⋮
xn

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝μ1

μ2

⋮
μn

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝EX1

EX2

⋮
EXn

⎞⎟⎠



6.1 马尔科夫不等式和切比雪夫不等式

6.1.1 柯西施瓦茨不等式

6.1.2 马尔科夫不等式

设随机变量 X 存在 E|X|k，k > 0，则对任意 ε > 0，成立：

P{|X| ≥ ε} ≤
E|X|k

εk
k > 0

P{|X − EX| ≥ ε} ≤
E|X − EX|k

εk
k > 0

6.1.3 切比雪夫不等式

设随机变量 X 存在 EX 和 DX，则对任意 ε > 0，成立：

P{|X − EX| ≥ ε} ≤
DX

ε2

P{|X − EX| < ε} ≥ 1 −
DX

ε2

固定 ε 时，DX 越小，P{|X − EX| ≥ ε} 越小

 柯西施瓦茨不等式 |EXY | ≤ √EX 2√EY 2

 协方差不等式：cov(X,Y ) ≤ √DXDY  特别 |ρ(X,Y )| ≤ 1
cov(X,Y ) = E(X − EX)(Y − EY ) ≤ √E(X − EX)2E(Y − EY )2 = √DX

 三角不等式：√E(X + Y )2 ≤ √EX 2 + √EY 2



常数随机变量

6.2 大数定律（依概率收敛）

6.2.1 定义

 常数随机变量：取值固定的随机变量，EX = μ,DX = 0，则有
P{X = EX} = 1

 推论

 E(|X|) = 0 → P(X = 0) = 1
 DX = 0 → P(X = EX) = 1
 ρ(X,Y ) = ±1 → P(Y = aX + b) = 1

 依次列出可数无穷多个随机变量X1,X2, . . . ,Xn, . . . 简记为 {Xn}，称为随机（变

量）序列。均值随机变量 X = 1
n

n

∑
i=1

Xi
–

 对于随机（变量）序列 {Xn} 和随机变量 X（或常数 a），若对任意 ε > 0，有

lim
n→∞

P{|Xn − X| < ε} = 1 或 lim
n→∞

P{|Xn − X| ≥ ε} = 0

lim
n→∞

P{|Xn − a| < ε} = 1 或 lim
n→∞

P{|Xn − a| ≥ ε} = 0

则称随机（变量）序列 {Xn} 依概率收敛于 X （或常数 a），简记为：

Xn

P
⟶ X, (n → ∞) 或 Xn

P
⟶ a, (n → ∞)

 设随机变量序列 {Xn} 依概率收敛于 X，设随机变量序列 {Yn} 依概率收敛于 Y，则
有 {Xn + Yn} 依概率收敛于 X + Y


设有随机变量序列 {Xn}，令 Yn = 1

n

n

∑
i=1

Xi，如果

Yn − EYn

P
⟶ 0 (n → ∞) ，则称该随机变量序列 {Xn} 服从大数定律

 设随机变量序列 X1,X2, . . . ,Xn, . . . 独立同分布，且存在有限的数学期望和方差，即
EXi = μ,DXi = σ2, i = 1, 2, . . .，记

X = 1
n

n

∑
i=1

Xi,  A2 = 1
n

n

∑
i=1

X 2
i ,  S 2

n = 1
n

n

∑
i=1

(Xi − X)2，则有
––


X

P
⟶ μ (n → +∞)

–


A2

P
⟶ σ2 + μ2 (n → +∞)


X 2

P
⟶ μ2 (n → +∞)

–



6.2.2 切比雪夫弱大数定律

设 X1,X2, . . . ,Xn, . . . 是相互独立的随机变量序列。每一个 Xi 都有有限的方差，且方
差有公共的上界，即 D(Xi) ≤ C, i = 1, 2, . . . ,n, . . .

令 Yn = 1
n

n

∑
i=1

Xi ，则有

6.2.3 辛钦弱大数定律

若随机变量序列相互独立，存在相同的数学期望和方差
EXi = μ,DXi = σ2 (i = 1, 2, . . . )
则对任意 ε > 0，有 lim

n→∞
P{|X − μ| < ε} = 1

其中X =
1
n

n

∑
i=1

Xi

6.2.4 伯努利弱大数定律

设 nA 是 n 次独立重复试验中事件 A 发生的次数， p 是在每次试验中事件 A 发生的概率，
则对任意 ε > 0，有：

lim
n→∞

P{|
nA

n
− p| < ε} = 1

表明

事件 A 发生的频率 
nA

n
 依概率收敛于事件 A 发生的概率。是频率作为概率的估计值的理论

依据。

6.2.5 *随机变量的三种收敛性


S 2
n

P
⟶ σ2 (n → +∞)

 limn→∞DYn = 0
 对任意 ε > 0，limn→∞P{|Yn − EYn| < ε} = 1 成立

–

–

1. 依概率收敛（Convergence in Probability）
依概率收敛是指一个随机变量序列 {Xn} 收敛于一个随机变量 X ，如果对于任意的正数
ε ，都有：limn→∞ P(|Xn − X| ≥ ϵ) = 0
这意味着随着 n 的增大，随机变量 Xn 与 X 之间的差异大于 ε 的概率趋近于0。换句话
说，Xn 以越来越高的概率接近 X。
弱大数定律都依概率收敛

2. 以概率1收敛（Convergence Almost Surely）：
以概率1收敛，也称为几乎处处收敛，是指一个随机变量序列 {Xn} 收敛于一个随机变量



这三种收敛方式之间的关系是：以概率1收敛蕴含依概率收敛，而依概率收敛蕴含依分布收
敛。然而，反之则不一定成立。例如，依分布收敛的随机变量序列可能不依概率收敛，也不一
定以概率1收敛。

6.3 中心极限定理（依分布收敛）

6.3.1 独立同分布的中心极限定理

设随机变量 X1,X2, . . . ,Xn, . . . 独立同分布，且存在有限的数学期望 EXi = μ 和方差
DXi = σ2 ≠ 0

定义部分和随机变量 Yn =
n

∑
i=1

Xi

Y ∗
n  为 Yn 的标准化随机变量，Y ∗

n =
Yn − EYn

√DYn

=
Yn − nμ

√nσ
，则

lim
n→∞

FY ∗
n

(x) = lim
n→∞

P{Y ∗
n ≤ x} = Φ(x) = ∫

x

∞

1

√2π
e− t2

2 dt

当 n 充分大时，Y ∗
n  近似服从 N(0, 1)，Yn =

n

∑
i=1

Xi 近似服从 N(nμ,nσ2)

应用

设随机变量 X1,X2, . . . ,Xn, . . . 独立同分布，且存在有限的数学期望 EXi = μ 和方差
DXi = σ2 ≠ 0

定义部分和随机变量 Yn =
n

∑
i=1

Xi，Yn ∼ N(nμ,nσ2)，

可以用逼近公式 P(Yn ≤ x) ≈ FN(nμ,nσ2)(x)
特别二项分布 B(n, p) 可用正态分布 N(np,np(1 − p)) 逼近

X，如果存在一个事件 A，其概率为1（即 P(A) = 1），使得对于所有属于 A 的样本
点 ω，都有：limn→∞ Xn(ω) = X(ω)
这意味着除了一个概率为0的事件之外，对于所有的样本点，随机变量序列 Xn 都会收敛
于 X。
强大数定律以概率1收敛

3. 依分布收敛（Convergence in Distribution）：
依分布收敛，也称为弱收敛，是指一个随机变量序列 {Xn} 的分布函数 Fn 收敛于一个
随机变量 X 的分布函数 F，如果对于所有的实数 x 和所有的连续点 x（即 F  在 x 处连
续），都有：limn→∞ Fn(x) = F(x)
这里 Fn(x) = P(Xn ≤ x) 是 Xn 的分布函数，F(x) = P(X ≤ x) 是 X 的分布
函数。依分布收敛关注的是随机变量序列的分布函数的收敛性，而不是随机变量本身。
中心极限定理是依分布收敛



典型情形：设 Xn 是独立同分布

6.3.2 De Moivre-Laplace 定理

设 μn 是 n 次独立重复试验中事件 A 发生的次数，p 是在每次试验中事件 A 发生的概率，
则对任意区间 [a, b]，成立：

lim
n→∞

P{a <
μn − np

√np(1 − p)
≤ b} = ∫

b

a

1

√2π
e− t2

2 dt = Φ(b) − Φ(a)

数理统计
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7.0 例题们

χ2 分布

 Xn 服从两点分布，则 Yn 服从二项分布，近似正态分布
 Xn 服从集合分布，则 Yn 服从负二项分布，近似正态分布
 Xn 服从泊松分布，则 Yn 服从近似正态分布
 Xn 服从均匀分布，则 Yn 服从样条分布，近似正态分布
 Xn 服从指数分布，则 Yn 服从样条分布，近似正态分布
 Xn 服从正态分布，则 Yn 或 Xn 服从正态分布
–



正态分布、χ2(n) 分布、t(n)分布



正态分布、χ2(n) 分布、t(n)分布、F  分布

正态分布、χ2(n) 分布、t(n)分布、F  分布



正态分布、χ2(n) 分布、t(n)分布、F  分布

7.1 总体与样本

7.1.1 总体与个体

在实际中我们主要关心的是：研究对象的某一（或某几项）数量的指标 X = X(ω)，它是
一个随机变量。

 总体：具有一定共同属性的研究对象的全体；

 个体：组成总体的每一个元素

 总体：随机变量（数量指标） X 的全体取值构成的集合。
 总体的分布：随机变量 X 的分布。



7.1.2 样本值与样本

7.1.3 样本分布

若总体 X 具有分布函数 F(x)，设 X1,X2, . . . ,Xn 为来自于总体 X 的样本，则
X1,X2, . . . ,Xn 相互独立，且 Xi 的分布函数：

FXi
(xi) = P{Xi ≤ xi} = P{X ≤ xi} = F(xi)

(X1,X2, . . . ,Xn) 的分布函数称为样本分布，即

F(x1,x2, . . . ,xn) =
n

∏
i=1

F(Xi)

7.2 样本矩和统计量

7.2.1 样本矩（样本的矩统计量）

设 X1,X2, . . . ,Xn 为来自于总体 X 的一个样本，称

 从一个总体 X 中，随机抽取 n 个个体（有放回的重复抽样）：
x1,x2, . . . ,xn 是一次抽样观察（记录）的结果，称 x1,x2, . . . ,xn 为总体 X 的一
组样本观察值，简称样本值。
由于抽样的随机性，每次抽样结果是变化的。引入随机变量 X1,X2, . . . ,Xn，每次抽
样结果看成是随机变量的取值。
称 X1,X2, . . . ,Xn 为来自于总体 X 的样本容量为 n 的样本，x1,x2, . . . ,xn 是样
本 X1,X2, . . . ,Xn 的一组观察值，称为样本值。

 总体就是一个随机变量 X

 样本就是 n 个相互独立的 X 同分布的随机变量 X1,X2, . . . ,Xn

 按机会均等的原则，从总体中选取一些个体进行实验或观察的过程，称为随机抽样。

 获得简单随机样本的方法是简单随机抽样。


样本均值：X =

1
n

n

∑
i=1

Xi
–


样本方差：S 2 =

1
n − 1

n

∑
i=1

(Xi − X)2–


k 阶原点矩：Ak =

1
n

n

∑
i=1

Xk
i



样本矩都是随机变量。

如果 x1,x2, . . . ,xn 是样本 X1,X2, . . . ,Xn 的一组观察值，则：

分别是 X,S 2,Ak,Bk 的观察值。

7.2.2 统计量

设 X1,X2, . . . ,Xn 为总体 X 的一个样本， g(y1, y2, . . . , yn) 为一个连续函数，则称
g(X1,X2, . . . ,Xn) 为样本的一个统计量。

显然，g(X1,X2, . . . ,Xn) 是一个随机变量。

如果 x1,x2, . . . ,xn 是样本 X1,X2, . . . ,Xn 的一组观察值，则：g(x1,x2, . . . ,xn)
是 g(X1,X2, . . . ,Xn) 的观察值

7.2.3 顺序统计量与经验分布函数

设 X1,X2, . . . ,Xn 为来自于总体 X 的一个样本，x1,x2, . . . ,xn （可以有相等的）是
样本观察值，将观察值按大小次序排列，得到：

x∗
1 ≤ x∗

2 ≤. . . ≤ x∗
n

规定 X ∗
i  的取值为 x∗

i，得到 X ∗
1 ,X ∗

2 , . . . ,X ∗
n 称为 X1,X2, . . . ,Xn 的一组顺序统计

量。

X ∗
1 = min1≤i≤nXi ，X

∗
n = max1≤i≤nXi

记函数：

Fn(x) =


k 阶中心距：Bk =

1
n

n

∑
i=1

(Xi − X)k
–

x =
1
n

n

∑
i=1

xi s2 =
1

n − 1

n

∑
i=1

(xi − x)2

ak =
1
n

n

∑
i=1

xk
i bk =

1
n

n

∑
i=1

(xi − x)k

––

–

–

⎧⎪⎨⎪⎩0 ,x < x∗
1

1
n

,x∗
1 ≤ x ≤ x∗

2

k

n
,x∗

k ≤ x ≤ x∗
k+1(k = 1, . . . ,n − 1)

1 ,x ≥ x∗
n



Fn(x) 是一单调不减，右连续函数，且满足 Fn(−∞) = 0 和 Fn(+∞) = 1，由此可
见，Fn(x) 是一个分布函数，称它为总体 X 的经验分布函数或样本分布函数。

Fn(x) 可作为 X 的未知分布函数 F(x) 的一个近似，n 越大，近似程度越好。

7.3 常用统计量的分布

7.3.1 正态总体样本的线性函数服从正态分布

设总体 X ∼ N(μ,σ2)，X1,X2, . . . ,Xn 是来自于 X 的一个样本，则样本的线性函
数：

特别地，当 ai =
1
n

, b = 0 时，Y = X =
1
n

n

∑
i=1

Xi

X ∼ N(μ,
σ2

n
)

X 均值与总体均值相等，方差等于总体方差的 
1
n
，n 越大，越向总体均值 μ 集中。

常用结论：

X ∼ N(μ,
σ2

n
)

X − μ

σ

√n

∼ N(0, 1)
Xi − μ

σ
∼ N(0, 1)

1

√n

n

∑
i=1

(
Xi − μ

σ
) ∼ N(0, 1)

7.3.2 χ2(n) 分布

定义

Y = a1X1 + a2X2 + ⋯ + anXn + b Y ∼ N(EY ,DY )

EY = μ
n

∑
i=1

ai + b DY = σ2
n

∑
i=1

a2
i

–

–

–

–
–

Xj − X  =  Xj −
1
n

n

∑
i=1

Xi  =  (1 −
1
n

)Xj −
1
n
∑
i≠j

Xi  ∼  N(0,
n − 1
n

σ2)

D(Xi − X) = DXi + D(−X) + 2cov(Xi − X) = (1 +
1
n

−
2
n

)σ2

–

–––



设 X1,X2, . . . ,Xn 相互独立且都服从标准正态分布 N(0, 1)，则随机变量

χ2 =
n

∑
i=1

X 2
i  的概率密度为

f(y){

称 χ2 服从自由度为 n 的 χ2 分布，记为 χ2 ∼ χ2(n)

χ2 的（下侧） α 分位点：

对于给定的正数 α (0 < α < 1) ，称满足

Fχ2(χ2
α(n)) = P{χ2 ≤ χ2

α(n)} = ∫
χ2
α(n)

−∞
f(y) dy = a

的点 χ2
α(n) 称为 χ2 分布的（下侧）α 分位点。

对于不同的 α 和 n， χ2
α(n) 的值可在 χ2 分布的分布函数值表中查到，当 n > 45 时，附

表中没有列出，此时可用 χ2
α(n) ≈ 1

2 (zα + √2n − 1)2 求出 χ2
α(n) 的近似值，上式中

的 zα 是标准正态分布的 α 分位点， Φ(zα) = a

性质

定理2:

若 X ∼ χ2(n)，则 EX = n,DX = 2n。

定理3:

若 X1 ∼ χ2(n1), X2 ∼ χ2(n2)，且 X1 与 X2 相互独立，则
X1 + X2 ∼ χ2(n1 + n2)

定理4:

设 X1,X2, . . . ,Xn 相互独立，且都服从 N ∼ (μ,σ2)，则：

其中

X =
1
n

n

∑
i=1

Xi, S 2 =
1

n − 1

n

∑
i=1

(Xi − X)2,
n − 1
σ2

S 2 =
1
σ2

n

∑
i=1

(Xi − X)2

1
2
n
2 Γ( n

2 )
y

n
2 −1e− y

2 , y > 0

0, y ≤ 0

1. X 与 S 2 相互独立
–

2. 
n − 1
σ2

S 2 ∼ χ2(n − 1)

–––



7.3.3 t 分布

定义

设 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n)，且 X 与 Y  相互独立，随机变量 T =
X

√ Y
n

 的概率

密度为

f(t) =
Γ( n+1

2 )

√nπΓ( n
2 )

(1 +
t2

n
)− n+1

2 , −∞ < t < +∞

称 T  服从自由度为 n 的 t 分布，记作T ∼ t(n)

t 分布的密度函数为偶函数。

t 分布的（下侧）α 分位点：

对于给定的正数 α (0 < α < 1)，使满足 P{T ≤ tα(n)} 的点 tα(n) 为 t 分布的（下
侧）α 分位点。

t 分布的（双侧）α 分位点：

数 t1− α
2
(n) 满足 P{T ≤ t1− α

2
(n)} = 1 − α

2  ，

则 P{|T | ≤ t1− α
2
(n)} = 1 − α , P{|T | ≥ t1− α

2
(n)} = α

称 t1− α
2
(n) 为 t 分布的（双侧）α 分位点。

对于不同的 α ， tα(n) 的值可在 t 分布表中查到，当 n > 45 时，附表中没有列出，此时
可查标准正态分布表，得 zα，且有 tα(n) ≈ zα

定理6:

设 X1,X2, . . . ,Xn 相互独立，且都服从 N(μ,σ2)，则

X − μ

S

√n

=
(X − μ)√n

S
∼ t(n − 1)

定理7:

设 X1,X2, . . . ,Xm 和 Y1,Y2, . . . ,Yn 分别是从正态分布总体 N(μ1,σ2) 和
N(μ2,σ2) 中所抽取的独立样本，则

––



T =
(X − Y ) − (μ1 − μ2)

√(m − 1)S 2
1 + (n − 1)S 2

2

⋅√
mn(m + n − 2)

m + n
∼ t(m + n − 2)

7.3.4 F  分布

设 X ∼ χ2(n1),Y ∼ χ2(n2)，且 X 与 Y  相互独立，随机变量 F =
X/n1

Y /n2

称 F  服从自由度为 (n1,n2) 的 F  分布，记作 F ∼ F(n1,n2)

F  的（下侧）α 分位点：

对于给定的正数 α (0 < α < 1)，使满足 P{F ≤ Fα(n)} 的点 Fα(n) 为 F  分布的
（下侧）α 分位点。

F1−α(n1,n2) =
1

Fα(n2,n1)
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8.0 例题们

矩估计

––



极大似然估计

极大似然估计



证明无偏估计

最小方差无偏估计



一致性

8.1 参数的点估计



8.1.1 矩估计法

用样本矩估计相应的总体（随机变量）矩。
只要总体的 k 阶矩存在，样本 k 阶矩依概率收敛于相应的总体 k 阶矩。

具体过程

设总体 X 的分布函数为 F(x; θ1, θ2, . . . , θm)，未知参数为 θ1, θ2, . . . , θm.

8.1.2 极大似然估计法

根据样本的具体情况，选择总体参数的估计，使得该样本发生的概率最大。

1 连续情形

定义

若 X 是连续型随机变量，概率密度函为 f(x; θ)，其中 θ 为未知参数，

(X1,X2, . . . ,Xn) 落在点 (x1,x2, . . .xn) 邻域内的概率为 
n

∏
i=1

f(xi; θ)
n

∏
i=1

Δxi

选取总体参数 θ 的估计值 θ̂，使得此概率达到最大，即 
n

∏
i=1

f{xi; θ} 达到最大值。

L(θ) = L(x1,x2, . .xn; θ) =
n

∏
i=1

f{xi; θ} 称为极大似然函数。

单参数解法

1. 求出总体矩：μk = EXk = μk(θ1, θ2, . . . , θm), k = 1, 2, . . . ,m 或
βk = E(X − EX)k = βk(θ1, θ2, . . . , θm), k = 1, 2, . . .m

2. 对总体进行随机抽样，设 X1,X2, . . . ,Xn 为来自于总体 X 的样本，x1,x2, . . . ,xn

为样本值；

3. 构造样本矩：

Ak =
1
n

n

∑
i=1

Xk
i ,  Bk =

1
n

n

∑
i=1

(Xi − x)k,  S 2 =
1

n − 1

n

∑
i=1

(Xi − x)2；––

4. 由于：Ak =
1
n

n

∑
i=1

Xk
i

P
⟶ EXk = μk(n → +∞),

Bk =
1
n

n

∑
i=1

(Xi − x)k
P
⟶ E(X − EX)k = βk(n → +∞)；–

5. 联立并解方程组求出 θ1, θ2, . . . , θm.

1. 求 L(θ) = L(x1,x2, . .xn; θ) =
n

∏
i=1

f(xi; θ)

2. 解方程 d
dθ
L(θ) = 0 或 d

dθ
lnL(θ) = 0



多参数解法

2 离散情形

定义

若 X 是离散型随机变量，分布律 P{X = x} = p(x; θ) 形式已知，参数 θ 未知，
x1,x2, . . . ,xn 为样本 X1,X2, . . . ,Xn 的样本观察值。
X1,X2, . . . ,Xn 取到 x1,x2, . . . ,xn 的概率：

P{X1 = x1,X2 = x2, . . . ,Xn = xn} =
n

∏
i=1

P{Xi = xi} =
n

∏
i=1

p(xi; θ)

选取总体参数 θ 的估计值 θ̂，使得此概率达到最大，即 
n

∏
i=1

p{xi; θ} 达到最大值。

L(θ) = L(x1,x2, . . . ,xn; θ) =
n

∏
i=1

p{xi; θ} 称为极大似然函数。

解法

同上

8.2 点估计的优良性

8.2.1 无偏性

设 θ̂(X1,X2, . . . ,Xn) （简记为 θ̂）为未知参数 θ 的估计量，若 E(θ̂) = θ（真值），则

称 θ̂ 为 θ 的无偏估计。

证明 E(θ̂) = θ

8.2.2 最小方差无偏估计（有效性）

设 θ̂ 是 θ 的一个无偏估计，若对于 θ 的任一无偏估计 θ̂′，成立：

D(θ̂) ≤ D(θ̂′)

3. 经验证 lnL(θ) 在 θ =. . . 处达到最大值，所以...是 λ 的极大似然估计

1. 求 L(θ) = L(x1,x2, . .xn; θ1, θ2, . . . , θk) =
n

∏
i=1

f(xi; θ1, θ2, . . . , θk)

2. 解方程 
∂lnL(θ1,θ2,...,θk)

∂θi
= 0

3. 经验证 lnL(θ) 在 θ =. . . 处达到最大值，所以...是 λ 的极大似然估计



则称 θ̂ 是 θ 的最小方差无偏估计。

若 θ̂1 和 θ̂2 都是无偏估计量，且 D(θ̂1) < D(θ̂2)，则称估计量 θ̂1 较 θ̂2 有效，或较佳，
或较优。

找 D(θ̂) ≤ D(θ̂′)

8.2.3 一致估计（相合性）

设 θ̂(X1,X2, . . . ,Xn) 为未知参数 θ 的估计量，若 θ̂ 依概率收敛于 0，即对任意的
ε > 0, lim

n→+∞
P{|θ̂ − θ| < ε} = 1，则称 θ̂ 为 θ 的一致性估计。

8.2.4 知识点

样本均值是期望的最小方差无偏线性估计MVU（样本均值作为总体期望的估计，具有无偏性
和有效性）

样本方差是方差的无偏估计





正态总体的样本均值和样本方差的无偏和有效性

8.3 区间估计与置信区间

8.3.1 置信区间

设总体分布含有一未知参数 θ，又 X1,X2, . . . ,Xn 为来自于总体的样本，若对给定的
α (0 < α < 1)，统计量 θ1(X1,X2, . . . ,Xn) 和 θ2(X1,X2, . . . ,Xn) 满足：

P{θ1(X1,X2, . . . ,Xn) ≤ θ ≤ θ2(X1,X2, . . . ,Xn)} = 1 − α

则称区间 [θ1, θ2] 为 θ 相应于置信度是 1 − α 的置信区间，简称置信区间。

θ1, θ2 分别称为置信下限和置信上限。

注

对于 x1,x2, . . . ,xn，区间 [θ1, θ2] 是普通区间。

8.3.2 单侧置信限

1. 统计量 θ1(X1,X2, . . . ,Xn) 和 θ2(X1,X2, . . .Xn) 是随机变量，区间 [θ1, θ2] 是
置信区间。

2. α 较小时，随机区间以较大的概率包含 θ

3. 置信区间的长度意味着误差，因此越小越好



若对于给定的 α(0 < α < 1)，统计量 θ1(X1,X2, . . . ,Xn) 满足
P{θ ≥ θ1(X1,X2, . . . ,Xn)} = 1 − α，则称区间 [θ1, +∞) 为 θ 相应于置信度是
1 − α 的单侧置信区间，称 θ1 为置信度为 1 − α 的单侧置信下限。

若对于给定的 α(0 < α < 1)，统计量 θ2(X1,X2, . . . ,Xn) 满足
P{θ ≤ θ2(X1,X2, . . . ,Xn)} = 1 − α，则称区间 (−∞, θ2] 为 θ 相应于置信度为
1 − α 的单侧置信区间，称 θ2 为置信度为 1 − α 的单侧置信上限。
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8.4 正态分布均值和方差的区间估计

8.4.1 均值 EX = μ 的区间估计

1.方差 DX = σ2
0 已知，对 EX = μ 进行区间估计

设总体 X ∼ N(μ,σ2
0)，其中 σ2

0 已知，又 X1,X2, . . . ,Xn 为来自于总体的样本。

求出统计量 μ1(X1,X2, . . . ,Xn),μ2(X1,X2, . . . ,Xn) 使：

P{μ1(X1,X2, . . . ,X − n) ≤ μ ≤ μ2(X1,X2, . . . ,Xn)} = 1 − α

区间 [X − z1− α
2

σ0

√n
,X + z1− α

2

σ0

√n
] 为 μ 的置信度为 1 − α 的置信区间

例

––

 特别的，对于不服从正态分布的总体，只要n足够大，则由中心极限定理，随机变量

Y = X−EX

√ DX
n

 近似地服从标准正态分布，因此仍然有

[X − z1− α
2

√DX

√n
,X + z1− α

2

√DX

√n
] 作为 EX 的置信区间

–

––



2.方差 DX 未知，对 EX = μ 进行区间估计

设 X1,X2, . . . ,Xn 为正态总体 N(μ,σ2) 的一个样本，由于 σ2 未知，用样本方差 S 2

来代替总体方差 σ2

故均值 μ 的置信区间为 [X − t1− α
2
(n − 1)

s

√n
,X + t1− α

2
(n − 1)

s

√n
]

其中 s2 = 1
n−1

n

∑
i=1

(xi − x)2

例1

例2

––

–



例3



8.4.2 方差 DX 的区间估计（总体均值未知）

设总体 X ∼ N(μ,σ2),X1,X2, . . . ,Xn 是总体的样本，当总体 N(μ,σ2) 的参数 μ
未知时，

方差 σ2 的置信区间为 [
(n − 1)s2

χ2
1− α

2
(n − 1)

,
(n − 1)s2

χ2
α
2
(n − 1)

]

σ 的置信区间是 [
(n − 1)S 2

χ2
1− α

2
(n − 1)

,
(n − 1)S 2

χ2
α
2
(n − 1)

]

注

选取的临界值 χ2
α
2
(n − 1),χ2

1− α
2
(n − 1) 不是唯一的。

⎷ ⎷



例

9.2 正态总体均值和方差的假设检验

假设检验过程中的两类判断错误（判断失误）

当样本容量 n 固定时，犯两类错误的概率大小时相互制约的，即减小其中一个，另一个往往
会增大。

通常的实际做法是：设置检验水平 α 来限制第一类错误（根据具体情况），再尽量减小第二
类错误。（增大样本容量 n）

在实际问题中，如何给定检验水平 α，应根据具体情况而定

9.2.1 σ2 已知

1. σ2 已知，检验假设 H0 : μ = μ0;H1 : μ ≠ μ0

由样本提供的信息计算 u =
x − μ0

σ0/√n
 的值，查 N(0, 1) 表得 z1− α

2

例

1. 当判断 H0 伪（拒绝 H0）时，实际情况 H0 真——此为第一类错误（弃真）（概率小于
或等于 α）

2. 当判断 H0 真（接受 H0）时，实际情况 H0 伪——此为第二类错误（纳伪）（概率为 β
）

1. 当拒绝一个属真的假设，即犯第一类错误后果非常严重时，应将 α 取得小一些，如
α = 0.01,α = 0.005 等；

2. 当取伪会引起严重后果时，可将 α 取得适当大一些，如 α = 0.05,α = 0.10 等。

–

 若 |u| > z1− α
2

 则拒绝原假设 H0（H0 伪），接受 H1；

 若 |u| < z1− α
2

 则接受原假设 H0（H0 伪）。



2. σ2 已知，检验假设 H0 : μ = μ0;H1 : μ > μ0

由样本提供的信息计算出 u =
x − μ0

σ0/√n

例

–

 若 u > z1−α 则拒绝原假设（H0 伪），接受 H1；

 若 u ≤ z1−α 则接受原假设（H0 真）



3. σ2 已知，检验假设 H0 : μ = μ0;H1 : μ < μ0

由样本提供的信息计算出 u =
x − μ0

σ0/√n

例

–

 若 u < −z1−α 则拒绝原假设（H0 伪），接受 H1；

 若 u ≥ −z1−α 则接受原假设（H0 真）



9.2.2 σ2 未知

1. σ2 未知，检验假设 H0 : μ = μ0;H1 : μ ≠ μ0

由样本计算出 T =
x − μ0

s/√n
，然后与 t1− α

2
(n − 1) 进行比较

例1

–

 若 |T | > t1− α
2
(n − 1)，则拒绝假设 H0，接受 H1

 若 |T | < t1− α
2
(n − 1)，则接受假设 H0



例2

2. σ2 未知，检验假设 H0 : μ = μ0;H1 : μ > μ0

由样本计算出 T =
x − μ0

s/√n
，然后与 t1−α(n − 1)  进行比较

3. σ2 未知，检验假设 H0 : μ = μ0;H1 : μ < μ0

由样本计算出 T =
x − μ0

s/√n
，然后与 −t1−α(n − 1)  进行比较

以上三种检验法均采用了 t 分布，故又名 t 检验法。

9.2.3 正态总体方差的假设检验

1. 检验假设 H0 : σ2 = σ2
0;H1 : σ2 ≠ σ2

0

–

 若 T > t1−α(n − 1)，则拒绝假设 H0，接受 H1

 若 T ≤ t1−α(n − 1)，则接受假设 H0

–

 若 T < −t1−α(n − 1)，则拒绝假设 H0，接受 H1

 若 T ≥ −t1−α(n − 1)，则接受假设 H0



根据样本值计算

χ2 =
(n − 1)s2

σ2
0

=
1

σ2
0

n

∑
i=1

(xi − x)2

例1

例2

2. 检验假设 H0 : σ2 = σ2
0;H1 : σ2 < σ2

0

根据样本值计算

–

 若 χ2 < χ2
α
2
(n − 1) 或 χ2 > χ2

1− α
2
(n − 1) 则拒绝假设 H0，接受 H1

 否则接受假设 H0



χ2 =
(n − 1)s2

σ2
0

=
1

σ2
0

n

∑
i=1

(xi − x)2

3. 检验假设 H0 : σ2 = σ2
0;H1 : σ2 > σ2

0

根据样本值计算

χ2 =
(n − 1)s2

σ2
0

=
1

σ2
0

n

∑
i=1

(xi − x)2

例

注：假设检验与置信区间的关系

假设 H0 : μ = μ0 的检验实质上是找出 μ 的置信区间，如果 μ0 落在置信区间内，则接受
原假设 H0；如果落在置信区间外，就拒绝假设 H0

随机过程
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–

 若 χ2 < χ2
α(n − 1) 则拒绝假设 H0，接受 H1

 否则接受假设 H0

–

 若 χ2 > χ2
1−α(n − 1) 则拒绝假设 H0，接受 H1

 否则接受假设 H0



10.1 随机过程的定义及分类

10.1.1 随机过程的定义

定义1

给定参数集 T ⊂ (−∞, +∞)，对于固定 t ∈ T，对应有随机变量 X(t)，对应所有
t ∈ T，是一族随机变量 {X(t) = X(e, t), t ∈ T}，则称随机变量族
{X(t) = X(e, t), t ∈ T} 为随机过程。

对任意给定的 t1 ∈ T ,X(t1) = X(e, t1) 是一个随机变量，称为随机过程在 t = t1 时的
状态变量，简称状态。

定义2

设随机试验 E 的样本空间 E = {e}，T ⊂ (−∞, +∞) 是非空集合，若对于固定
e0 ∈ S，对应关于参数 t 的函数 X(e0, t) = x(t) t ∈ T ⊂ (−∞, +∞) 称为随机过程
的样本函数（或随机过程的一个实现，也称为一条轨道）。

对于所有的 e ∈ S，得到一族 t 的函数 {X(e, t), t ∈ T , e ∈ S}，称为随机过程，简称过
程。简记为 {X(t), t ∈ T} 或 X(t).

T  称为参数集。

由定义2得

定义3

 对于 S 中的每一个 e0 ，X(e0, t) = x(t) 是仅依赖于 t 的函数，称为随机过程的样本
函数，它是随机过程的一次物理实验或对应于 e0 的轨道

 对任意给定的 t1 ∈ T  ，X(t1) = X(e, t1) 是一个随机变量，称其为随机过程在
t = t1 时的状态变量，简称状态



定义在 S × T = {(e, t)|e ∈ S, t ∈ T} 上的二元函数 X(e, t)，对于每个固定的 t，
X(⋅, t) 是可测函数，则称 {X(e, t)|e ∈ S, t ∈ T} 为随机过程。

对于固定的 t，X(e, t) 是随机变量，其所有可能的取值构成的实数空间，称为随机过程的状
态空间。它是二元函数 X(e, t) 的值域，记为 S。

例

10.1.2 随机过程的分类

1. 按随机过程的参数集和状态空间分类

参数离散随机过程是随机变量序列，简称随机序列。

一般地记 Xn = X(tn)，于是 {X(t), t = t1, t2, . . . , tn, . . . } = {Xn}

2. 按随机过程的概率结构分类

 参数集 T  可能为离散集或连续集
 状态空间 S 可能为离散集或连续集

1. T  离散，S 离散（贝努里随机过程）
2. T  离散，S 连续

3. T  连续，S 离散（泊松过程）
4. T  连续，S 连续

 二阶矩过程，包括正态过程，平稳过程等

 马尔可夫过程

 马尔科夫链

 泊松过程

 维纳过程

 扩散过程

 更新过程

 鞅



10.2 随机过程的概率分布

10.2.1 随机过程的n维分布函数

设 {X(t), t ∈ T} 是一随机过程，对于参数集 T  中的任意 n 个元素：t1, t2, . . . , tn 相应
有过程分别在 t = t1, t2, . . . , tn 的 n 个状态：

X(t1) = X(e, t1),X(t2) = X(e, t2), . . . ,X(tn) = X(e, tn)

n 个状态（随机变量）的联合分布函数

F(x1,x2, . . . ,xn; t1, t2, . . . , tn) = p{X(t1) ≤ x1,X(t2) ≤ x2, . . . ,X(tn) ≤ xn}

称为随机过程 X(t) 的 n 维分布函数。

如果存在非负函数 f(x1,x2, . . . ,xn; t1, t2, . . . , tn)，使得：

F(x1,x2, . . . ,xn; t1, t2, . . . , tn) = ∫
xn

−∞
. . .∫

x2

−∞
∫

x1

−∞
f(x1,x2, . . . ,xn; t1, t2, . . . , t

成立，则称 f 为随机过程 X(t) 的 n 维概率密度，n = 1, 2, . . .

10.2.2 独立过程

如果对于任何正整数 n，随机过程的任意 n 个状态都是相互独立的，则称此过程为独立过
程。
独立过程的 n 维分布函数（或 n 维概率密度）必等于相应的 n 个一维分布函数（一维概率
密度）的乘积，即有：

F(x1,x2, . . . ,xn; t1, t2, . . . , tn) =
n

∏
i=1

F(xi, ti) n = 2, 3, 4, . . .

例





10.2.3 两个随机过程的有限维联合分布及独立性

设 {X(t), t ∈ T1} 和 {Y (t), t ∈ T2} 是两个随机过程，由 X(t) 的任意 m 个状态
X(t1), . . . ,X(tm) 和 Y (t) 的任意 n 个状态 Y (t′

1), . . . ,Y (t′
n) 组成 m + n 维随机向

量。其分布函数：

FXY (x1, . . . ,xm, y1, . . . , yn; t1, . . . , tm, t′
1, . . . , t′

n)

称为随机过程 X(t) 和 Y (t) 的 m + n 维联合分布函数。

如果对于任何正整数 m 和 n，对于 T1 和 T2 中的任意数组，关系式：

都成立，则称两个随机过程相互独立。

10.3 随机过程的数字特征

10.3.1 随机过程的数字特征

参数集 T ⊂ (−∞, +∞)，随机变量族 {X(t), t ∈ T} 是一个随机过程，对于任意给定
t0 ∈ T , 过程在 t0 的状态 X(t0) 是随机变量，一维概率密度 f(x; t0)。

FXY (x1, . . . ,xm, y1, . . . , yn; t1, . . . , tm, t′
1, . . . , t′

n)
=FX(x1, . . . ,xm; t1, . . . , tm) ⋅ FY (y1, . . . , yn; t′

1, . . . , t′
n)

1. 过程在 t 的状态 X(t) 的数学期望

μX(t) = E[X(t)]



数字特征间的关系

Ψ2
X(t) = E[X 2(t)] = E[X(t) ⋅ X(t)] = RX(t, t)

10.3.2 连续型随机过程的数字特征

对于一切 t ∈ T，μX(t) 是 t 的函数，称为随机过程 X(t) 的均值函数，简称均值。

2. 过程在 t 的状态 X(t) 的二阶原点矩

Ψ2
X(t) = E[X 2(t)]

称为随机过程 X(t) 的均方值函数，简称均方值

3. 过程在 t 的状态 X(t) 的二阶中心矩

称为随机过程 X(t) 的方差函数，简称方差。标准差/均方差函数 σX(t)

σ2
X(t) = D[X(t)]

= E[X(t) − EX(t)]2

= E[X(t) − μX(t)]2

= E[X 2(t)] − μ2
X(t)

4. 任选 t1, t2 ∈ T，状态 X(t1),X(t2) 是两个随机变量

称为随机过程 X(t) 的自相关函数，简称相关函数

RX(t1, t2) = E[X(t1) ⋅ X(t2)]

5. 

称为随机过程 X(t) 的自协方差函数，简称协方差函数

CX(t1, t2) = cov[X(t1),X(t2)]
= E{[X(t1) − EX(t1)] ⋅ [X(t2) − EX(t2)]}
= E{[X(t1) − μX(t1)] ⋅ [X(t2) − μX(t2)]}

 均值、均方值、方差是刻画随即过程在各个状态的统计特性

 相关函数和协方差函数是刻画随机过程的任何两个不同状态的统计特性

CX(t1, t2) = cov[X(t1),X(t2)]
= E[X(t1) ⋅ X(t2)] − EX(t1) ⋅ EX(t2)
= RX(t1, t2) − μX(t1) ⋅ μX(t2)

σ2
X(t) = D[X(t)] = E[X(t) − EX(t)]2

= CX(t, t)

= RX(t, t) − μ2
X(t)

= Ψ2
X(t) − μ2

X(t)



对连续型随机过程 X(t)，设一维概率密度为 f1(x1; t)，则有

任选 t1, t2 ∈ T，状态 X(t1),X(t2) 是两个随机变量，二维概率密度 f(x1,x2; t1, t2)
，则有

例1

μX(t) = E[X(t)] = ∫
+∞

−∞
xf1(x; t)dx

Ψ2
X(t) = E[X 2(t)] = ∫

+∞

−∞
x2f1(x; t) dx

RX(t1, t2) = E[X(t1) ⋅ X(t2)]

= ∫
+∞

−∞
∫

+∞

−∞
x1x2f(x1,x2; t1, t2) dx1dx2



例2

10.3.3 两个随机过程的互相关函数

两个随机过程 {X(t), t ∈ T1} 和 {Y (t), t ∈ T2}，任选 t1 ∈ T1, t2 ∈ T2，对应有过
程 X(t) 在 t1 的状态 X(t1)，过程 Y (t) 在 t2 的状态 Y (t2)。

例

1. X(t1) 和 Y (t2) 的二阶原点混合矩

RXY (t1, t2) = E[X(t1)Y (t2)]

称为随机过程 X(t) 和 Y (t) 的互相关函数

2. X(t1) 和 Y (t2) 的二阶中心混合矩

称为随机过程 X(t) 和 Y (t) 的互协方差函数
且有

CXY (t1, t2) = RXY (t1, t2) − μX(t1)μY (t2)

CXY (t1, t2) = cov[X(t1),Y (t2)]
= E{[X(t1) − μX(t1)][Y (t2) − μY (t2)]}

3. 如果对任意 t1 ∈ T1, t2 ∈ T2，都有 CXY (t1, t2) = 0，亦即
E[X(t1)Y (t2)] = E[X(t1)Y (t2)]，则称随机过程 X(t) 和 Y (t) 是不相关的。
显然，两个相互独立的随机过程必不相关
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11.1 严平稳过程

11.1.1 严平稳过程的定义

对于任意实数 ε，如果随机过程 {X(t), t ∈ T} 的任意 n 维分布满足：

(n = 1, 2, . . . )

（严平稳条件）

则 X(t) 称为严，强或狭义平稳过程。

若参数 t 表示“时间”，则严平稳过程的任何有限维概率分布不随时间的平移而变化。

F(x1,x2, . . . ,xn; t1, t2, . . . , tn)
=F(x1,x2, . . . ,xn; t1 + ε, t2 + ε, . . . , tn + ε)



11.1.2 严平稳过程的性质

11.1.3 严平稳过程的数字特征

定理

设 {X(t), t ∈ T} 是严平稳过程，如果过程的二阶矩存在，那么

1. 状态离散的随机过程 X(t) 的严平稳条件

P{X(t1) = x1,X(t2) = x2, . . . ,X(tn) = xn}
=P{X(t1 + ε) = x1,X(t2 + ε) = x2, . . . ,X(tn + ε) = xn}

2. 状态连续的随机过程 X(t) 的严平稳条件

f(x1, . . . ,xn; t1, . . . , tn) = f(x1, . . . ,xn; t1 + ε, . . . , tn + ε)

3. 特殊地，取 ε = −t1, t2 − t1 = τ

 一维分布函数

F(x1; t1) = F(x1; t1 + ε) = F(x1; 0) = F(x1)

 二维分布函数

F(x1,x2; t1; t2) = F(x1,x2; t1 + ε, t2 + ε)
= F(x1,x2; 0, τ)
= F(x1,x2, τ)

 一维分布函数 F(x)：不依赖于参数 t
 二维分布函数 F(x1,x2; τ)：仅依赖于参数间距 τ = t2 − t1，而与 t1, t2 本身无关

μX(t) = E[X(t)] = ∫
+∞

−∞
xf(x) dx = μX

Ψ2
X(t) = E[X 2(t)] = ∫

+∞

−∞
x2f(x) dx = Ψ2

X

σ2
X(t) = D[X(t)] = Ψ2

X − μ2
X = σ2

X

R(t, t + τ) = E[X(t)X(t + τ)]

= ∫
+∞

−∞
∫

+∞

−∞
x1x2f(x1,x2; τ) dx1dx2

= RX(τ)

CX(t, t + τ) = R(t, t + τ) − μX(t)μX(t + τ)

= RX(τ) − μ2
X = CX(τ)



注：

这一性质也称为数字特征的平稳性

例 伯努利过程

 μX,σ2
X

, Ψ2
X  均为常数，与参数 t 无关；

 RX(τ),CX(τ) 仅依赖于 τ



11.2 宽（广义）平稳过程

11.2.1 宽平稳过程的定义

设随机过程 X(t)，对于任意 t ∈ T，满足：

则称 X(t) 为宽，弱或广义平稳过程，简称平稳过程。

参数集 T  为可列集的平稳过程，又称为平稳序列，或称平稳时间序列。

11.2.2 平稳过程的例子

例1 证明是平稳过程

1. E[X 2(t)] < +∞
2. E[X(t)] = μX  是常数
3. E[X(t)X(t + τ)] = RX(τ) 仅依赖于 τ，而与 t 无关



例2 证明是平稳过程

例3 证明是平稳序列

例4 证明是平稳序列



例5 证明是平稳过程

11.2.3 严平稳过程与宽平稳过程的关系

1. 宽平稳过程不一定是严平稳过程
2. 严平稳过程不一定是宽平稳过程
 存在二阶矩的严平稳过程必定是宽平稳过程



二阶矩 E[X 2(t)] < +∞ 存在的随机过程称为二阶矩过程。

11.2.4 两个平稳过程的关系：平稳相关

设 {X(t), t ∈ T1} 和 {Y (t), t ∈ T2} 是两个平稳过程，如果互相关函数
E[X(t)Y (t + τ)] = RXY (τ) 仅是参数间距 τ  的函数，则称 {X(t), t ∈ T1} 和
{Y (t), t ∈ T2} 平稳相关，或称它们是联合平稳的。此时：

定义：

ρXY (τ) =
CXY (τ)

√CX(0) ⋅ CY (0)

称为标准互协方差函数。

11.3 正态平稳过程

11.3.1 正态过程的概念

1. 正态随机变量的有关知识

一维正态随机变量 X ∼ N(μ,σ2) 的概率密度

f(x) =
1

σ√2π
exp{−

(x − μ)2

2σ2
}

二维正态随机变量 (X,Y ) ∼ N(μ1,σ2
1;μ2,σ2

2; ρ) 的概率密度

f(x, y) =  
1

2πσ1σ2√1 − ρ2
exp{−

1
2(1 − ρ2)

[
(x − μ1)2

σ2
1

−
2ρ(x − μ1)(y − μ2)

σ1σ2

n 维正态随机变量 (X1,X2, . . . ,Xn) 的概率密度

f(x1,x2, . . . ,xn) =
1

(2π)
n
2 (detC)

1
2

exp{−
1
2

(x − μ)TC−1(x − μ)}

其中：

CXY (τ) = cov(X(t),Y (t + τ))
= E[X(t)Y (t + τ)] − E[X(t)]E[Y (t + τ)]
= RXY (τ) − μXμY



x = μ =

协方差矩阵 C = (Cij)n×n Cij = Cov(Xi,Xj)

2. 正态过程的定义

如果随机过程 {X(t), t ∈ T}，对任意正整数 n，∀t1, t2, . . . , tn ∈ T，
(X(t1),X(t2), . . . ,X(tn)) 服从正态分布，则称 X(t) 为 正态过程，又称高斯(Gauss)
过程。

设 {X(t), t ∈ T} 为正态过程，则：

ρ =
CX(t1, t2)

√σ2
X(t1) ⋅√σ2

X(t2)

3. 独立正态过程的定义

如果 {X(t), t ∈ T} 是正态过程，同时又是独立过程，则称 X(t) 为独立正态过程。

正态过程 {X(t), t ∈ T}，如果 T  是可列集，T = {t1, t2, . . . , tn, . . . }，记
X(t) = Xt，那么 {Xt, t = t1, t2, . . . , tn, . . . } 是正态序列。

4. 正态过程是二阶矩过程

设 {X(t), t ∈ T} 是正态过程，X(t) 服从正态分布，则：

Ψ2
X(t) = E[X 2(t)]

必存在，即二阶矩存在。

11.3.2 正态平稳过程

1. 定义

如果正态过程 X(t) 又是广义平稳过程，则称 X(t) 为正态平稳过程。

2. 定理

⎛⎜⎝x1

x2

⋮
xn

⎞⎟⎠ ⎛⎜⎝μ1

μ2

⋮
μn

⎞⎟⎠∀t1 ∈ T ,X(t1) ∼ N(μX(t1),σ2
X(t1))

∀t1, t2 ∈ T , (X(t1),X(t2)) ∼ N(μX(t1),σ2
X(t1);μX(t2),σ2

X(t2); ρ)



设 X(t) 是正态过程，则 X(t) 为严平稳过程 ⇔ 宽平稳过程。

3. 例题

例1 正态平稳过程的一维、二维服从的分布

例2 证明平稳过程



11.4 遍历过程（经历过程）

11.4.1 时间均值和时间相关函数

设随机过程 {X(t), t ∈ T = (−∞, +∞)}
固定 e ∈ S，样本函数 X(e, t) = x(t)，x(t) 在区间 [−l, l] (l > 0) 上的函数平均值定
义为：

x(t) =
1
2l
∫

l

−l

x(t) dt

x(t) 在 (−∞, +∞) 上的函数平均值定义为：

x(t) = lim
l→+∞

1
2l
∫

l

−l

x(t) dt$$当$e$变化时，

\overline{x(t)} = \overline{X(e,t)} = \lim\limits{l \to +\infty}
\dfrac{1}{2l}\int^l{-l}X(e, t),dt

–

–



是随机过程$X(t)$对于参数$t$的 ∗ ∗平均值 ∗ ∗，称为随机过程$X(t)$的 ∗ ∗时

\begin{aligned}
\overline{X(t)X(t + \tau)}
= & \overline{X(e, t)X(e, t + \tau)}\
= & \lim\limits{l \to +\infty}
\dfrac{1}{2l}
\int^l{-l}
X(e, t)X(e, t + \tau),dt
\end{aligned}

称为随机过程$X(t)$的 ∗ ∗时间相关函数 ∗ ∗。随机过程${X(t), t ∈ T = [0, +∞

\begin{aligned}
&\overline{X(t)} = \lim\limits{l \to +\infty}
\dfrac{1}{l}
\int_0^l X(e, t), dt\
&\overline{X(t)X(t + \tau)} = \lim\limits{l \to +\infty}
\dfrac{1}{l}
\int_0^l X(e, t)X(e, t + \tau), dt
\end{aligned}

### 11.4.2 各态遍历性 设 $X(t)$ 是一个平稳过程，$T=(-\infty, +\inft

\lim\limits_{l \to +\infty}
\dfrac{1}{l} \int_0^{2l}
(1 - \dfrac{\tau}{2l})[R_X(\tau) - \mu^2_X],d\tau = 0

##### 定理2 设 $\{X(t), t\in T = [0,+\infty)\}$ 是一均方连续的平稳过

\lim\limits_{l \to +\infty}
\dfrac{1}{l} \int_0^{l}
(1 - \dfrac{\tau}{l})[R_X(\tau) - \mu^2_X],d\tau = 0

### 11.4.3 遍历过程的数字特征 ![[Pasted image 20241211145336.png|32

P=
\left(
\begin{array}
&p{00}&p{01}&\cdots&p{0j}&\cdots\
p{10}&p{11}&\cdots&p{1j}&\cdots\
\vdots&\vdots&\ddots&\vdots&\cdots\
p{i0}&p{i1}&\cdots&p_{ij}&\cdots\
\vdots&\vdots&\vdots&\vdots&\ddots
\end{array}
\right)

**称为（一步）转移概率矩阵**。 ##### （一步）转移概率矩阵的性质 1. 



p{ij}^{(n+l)}(t_m)=
\sum\limits{k \in S} p{ik}^{(n)}(t_m) \cdot p^{(l)}{kj}(t_{m+n})

称为**科尔莫戈罗夫-查普曼**方程。 ##### 注： 1. 如果马尔可夫链具有*

p_{j}(t_0)=P{X(t_0)=j}, \quad j=0, 1, 2, ...

#### 2. $n$ 维概率分布 设**齐次马尔可夫链**的参数集和状态空间都是非

\begin{aligned}
&P{X(k1) = j_1, X(k_2)=j_2, ..., X(k_n) = j_n}\
=& \sum\limits{i=0}^{+\infty}pi(0)\cdot p{ij1}^{(k_1)}\cdot p{j1j_2}^{(k_2 - k_1)}...p{j{n-
1}j_n}^{(k_n-k{n-1})}
\end{aligned}

##### 例 ![[Pasted image 20241218111822.png|600]] #### 3. 绝对分布

p_j(t_n)=P{X(t_n)=j},\quad j = 0,1,2,...

− − −齐次马尔可夫链在时刻$tn$的瞬时概率完全由初始分布和$n$步转移概

pj(t_n)=\sum\limits{i=0}^{+\infty} pi(t_0)\cdot p{ij}^{(n)},\quad j=0, 1, 2,...

向量形式：

\begin{aligned}
&\big(p_0(t_n), p_1(t_n), ..., p_j(t_n), ...\big)\
=&\big(p_0(t_0), p_1(t_0), ..., p_j(t_0), ...\big)\cdot P^n
\end{aligned}

其中n步转移概率矩阵 $P^{(n)} = (p_{ij}^{(n)}) = P^{n}$ 设 $\pi_{n} 

pj=\sum\limits{i=0}^{+\infty}pip{ij}

或

(p_0, p_1, p_2, ..., p_j, ...)=(p_0, p_1, p_2, ..., p_j, ...)\cdot P

则称 $p_j,\space j=0,1,2,...$ 为**平稳分布**，称 $X(t)$ 具有**平稳性

p_j(t_n) = P{X(t_n)=j}=p_j(t_0),\space j=0,1,2,...

\big(p_0(t_n), p_1(t_n), ..., p_j(t_n), ...\big)
=\big(p_0(t_0), p_1(t_0), ..., p_j(t_0), ...\big)

是一个严平稳时间序列。 ##### 例 ![[Pasted image 20241218112403.png


